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2023年普通高等学校招生全国统一考试（北京卷）
数 学
本试卷满分150分.考试时间 120 分钟.考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效.考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回.
一、选择题：本题共10小题，每小题4分，共40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项.
1. 已知集合
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【答案】A

【解析】
【分析】先化简集合
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，然后根据交集的定义计算.
【详解】由题意，
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根据交集的运算可知，
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故选：A
2. 在复平面内，复数
[image: image11.wmf]z

对应的点的坐标是
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，则
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的共轭复数
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【答案】D

【解析】
【分析】根据复数的几何意义先求出复数
[image: image19.wmf]z

，然后利用共轭复数的定义计算.
【详解】
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在复平面对应的点是
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，根据复数的几何意义，
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由共轭复数的定义可知，
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故选：D

3. 已知向量
[image: image24.wmf]ab
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满足
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【答案】B

【解析】
【分析】利用平面向量数量积的运算律，数量积的坐标表示求解作答.
【详解】向量
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故选：B
4. 下列函数中，在区间
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【答案】C

【解析】
【分析】利用基本初等函数的单调性，结合复合函数的单调性判断ABC，举反例排除D即可.

【详解】对于A，因为
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对于B，因为
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对于C，因为
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对于D，因为
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故选：C.

5. 
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【答案】D

【解析】
【分析】写出
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的展开式的通项即可
【详解】
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令
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故选：D
【点睛】本题考查的是二项式展开式通项的运用，较简单.
6. 已知抛物线
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[image: image72.wmf]F

，点
[image: image73.wmf]M

在
[image: image74.wmf]C

上．若
[image: image75.wmf]M

到直线
[image: image76.wmf]3

x

=-

的距离为5，则
[image: image77.wmf]||

MF

=

（    ）
A. 7
B. 6
C. 5
D. 4
【答案】D

【解析】
【分析】利用抛物线的定义求解即可.
【详解】因为抛物线
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故选：D.

7. 在
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【答案】B

【解析】
【分析】利用正弦定理的边角变换与余弦定理即可得解.
【详解】因为
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故选：B.

8. 若
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A. 充分不必要条件
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C. 充要条件
D. 既不充分也不必要条件
【答案】C

【解析】
【分析】解法一：由
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【详解】解法一：
因为
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解法二：
充分性：因为
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必要性：因为
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解法三：
充分性：因为
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所以充分性成立；
必要性：因为
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所以必要性成立.
所以“
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故选：C
9. 坡屋顶是我国传统建筑造型之一，蕴含着丰富的数学元素．安装灯带可以勾勒出建筑轮廓，展现造型之美．如图，某坡屋顶可视为一个五面体，其中两个面是全等的等腰梯形，两个面是全等的等腰三角形．若
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【答案】C

【解析】
【分析】先根据线面角的定义求得
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【详解】如图，过
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由题意得等腰梯形所在的面、等腰三角形所在的面与底面夹角分别为
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故选：C
10. 已知数列
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C. 当
[image: image215.wmf]1

7

a

=

时，
[image: image216.wmf]{

}

n

a

为递减数列，且存在常数
[image: image217.wmf]6

M

>

，使得
[image: image218.wmf]n

aM

>

恒成立

D. 当
[image: image219.wmf]1

9

a

=

时，
[image: image220.wmf]{

}

n

a

为递增数列，且存在常数
[image: image221.wmf]0

M

>

，使得
[image: image222.wmf]n

aM

<

恒成立

【答案】B

【解析】
【分析】利用数列归纳法可判断ACD正误，利用递推可判断数列的性质，故可判断B的正误.
【详解】因为
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故
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所以
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若存在常数
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，使得
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[image: image253.wmf]n
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恒成立仅对部分
[image: image254.wmf]n

成立，
故A不成立.
对于B，若
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可用数学归纳法证明：
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即
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，
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设当
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则
[image: image263.wmf](
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由数学归纳法可得
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而
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[image: image268.wmf]60

n

a

-<

，故
[image: image269.wmf]1

0

nn

aa

+

-

>

，故
[image: image270.wmf]1

nn

aa

+

>

，故
[image: image271.wmf]{
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若
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，则
[image: image273.wmf]6
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恒成立，故B正确.
对于C，当
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时， 可用数学归纳法证明：
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设当
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则
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由数学归纳法可得
[image: image284.wmf]67
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成立.
而
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[image: image288.wmf]为

减数列，
又
[image: image289.wmf](
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[image: image290.wmf]1
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若
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，若存在常数
[image: image294.wmf]6
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，使得
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恒成立，
则
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恒成立，故
[image: image297.wmf](
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，
[image: image298.wmf]n

的个数有限，矛盾，故C错误.
对于D，当
[image: image299.wmf]1
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时， 可用数学归纳法证明：
[image: image300.wmf]6
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即
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，
证明：当
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时，
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，此时不等关系成立；
设当
[image: image304.wmf]nk
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时，
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则
[image: image306.wmf](

)

3

1

6

27

6

4

1

4

3

k

k

aa

+

-³

=

>

-

，故
[image: image307.wmf]1
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由数学归纳法可得
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成立.
而
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可得：
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若存在常数
[image: image316.wmf]0
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，使得
[image: image317.wmf]n
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恒成立，则
[image: image318.wmf]1
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故
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9

6

4

3

n

M

-

æö

ç÷

è

>+

ø

，故
[image: image320.wmf]9
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，这与n的个数有限矛盾，故D错误.
故选：B.
【点睛】关键点睛：本题解决的关键是根据首项给出与通项性质相关的相应的命题，再根据所得命题结合放缩法得到通项所满足的不等式关系，从而可判断数列的上界或下界是否成立.
二、填空题：本题共5小题，每小题5分，共25分．
11. 已知函数
[image: image321.wmf]2

()4log

x

fxx
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，则
[image: image322.wmf]1
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f
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____________．
【答案】1
【解析】
【分析】根据给定条件，把
[image: image323.wmf]1

2

x

=

代入，利用指数、对数运算计算作答.
【详解】函数
[image: image324.wmf]2

()4log

x

fxx

=+

，所以
[image: image325.wmf]1
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()4log211
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.
故答案为：1

12. 已知双曲线C的焦点为
[image: image326.wmf](2,0)

-

和
[image: image327.wmf](2,0)

，离心率为
[image: image328.wmf]2

，则C的方程为____________．
【答案】
[image: image329.wmf]22
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【解析】
【分析】根据给定条件，求出双曲线
[image: image330.wmf]C

的实半轴、虚半轴长，再写出
[image: image331.wmf]C

的方程作答.
【详解】令双曲线
[image: image332.wmf]C

的实半轴、虚半轴长分别为
[image: image333.wmf],

ab

，显然双曲线
[image: image334.wmf]C

的中心为原点，焦点在x轴上，其半焦距
[image: image335.wmf]2

c

=

，
由双曲线
[image: image336.wmf]C

的离心率为
[image: image337.wmf]2

，得
[image: image338.wmf]2
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a
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，解得
[image: image339.wmf]2

a
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，则
[image: image340.wmf]22
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bca
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，
所以双曲线
[image: image341.wmf]C

的方程为
[image: image342.wmf]22
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.
故答案为：
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13. 已知命题
[image: image344.wmf]:
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若
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为第一象限角，且
[image: image346.wmf]ab

>

，则
[image: image347.wmf]tantan
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．能说明p为假命题的一组
[image: image348.wmf],
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的值为
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__________，
[image: image350.wmf]b
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 _________．
【答案】    ①. 
[image: image351.wmf]9
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    ②. 
[image: image352.wmf]π

3


【解析】
【分析】根据正切函数单调性以及任意角的定义分析求解.
【详解】因为
[image: image353.wmf](
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取
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则
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，即
[image: image359.wmf]tantan
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令
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因为
[image: image362.wmf](
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[image: image363.wmf](
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即
[image: image364.wmf]12
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，则
[image: image365.wmf]ab
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不妨取
[image: image366.wmf]1200
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，即
[image: image367.wmf]9
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满足题意.
故答案为：
[image: image368.wmf]9
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14. 我国度量衡的发展有着悠久的历史，战国时期就已经出现了类似于砝码的、用来测量物体质量的“环权”．已知9枚环权的质量（单位：铢）从小到大构成项数为9的数列
[image: image369.wmf]{
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，该数列的前3项成等差数列，后7项成等比数列，且
[image: image370.wmf]159
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[image: image371.wmf]7
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[image: image372.wmf]{
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所有项的和为____________．
【答案】    ①. 48    ②. 384
【解析】
【分析】方法一：根据题意结合等差、等比数列的通项公式列式求解
[image: image373.wmf],

dq

，进而可求得结果；方法二：根据等比中项求
[image: image374.wmf]73

,

aa

，在结合等差、等比数列的求和公式运算求解.
【详解】方法一：设前3项的公差为
[image: image375.wmf]d

，后7项公比为
[image: image376.wmf]0
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，
则
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[image: image378.wmf]0
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，可得
[image: image382.wmf]1
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，
空1：可得
[image: image383.wmf]4
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方法二：空1：因为
[image: image385.wmf]{
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且
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又因为
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空2：设后7项公比为
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，则
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，解得
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故答案为：48；384.
15. 设
[image: image396.wmf]0
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，函数
[image: image397.wmf]22
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，给出下列四个结论：
①
[image: image398.wmf]()

fx

在区间
[image: image399.wmf](1,)
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上单调递减；
②当
[image: image400.wmf]1
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时，
[image: image401.wmf]()
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存在最大值；
③设
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④设
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[image: image405.wmf]||
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其中所有正确结论的序号是____________．
【答案】②③
【解析】
【分析】先分析
[image: image407.wmf](

)

fx

的图像，再逐一分析各结论；对于①，取
[image: image408.wmf]1

2

a

=

，结合图像即可判断；对于②，分段讨论
[image: image409.wmf](
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fx

的取值范围，从而得以判断；对于③，结合图像可知
[image: image410.wmf]MN

的范围；对于④，取
[image: image411.wmf]4
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，结合图像可知此时
[image: image412.wmf]PQ

存在最小值，从而得以判断.
【详解】依题意，
[image: image413.wmf]0

a
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，
当
[image: image414.wmf]xa
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时，
[image: image415.wmf](
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，易知其图像为一条端点取不到值的单调递增的射线；
当
[image: image416.wmf]axa
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时，
[image: image417.wmf](
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，易知其图像是，圆心为
[image: image418.wmf](
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，半径为
[image: image419.wmf]a

的圆在
[image: image420.wmf]x

轴上方的图像（即半圆）；
当
[image: image421.wmf]xa
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时，
[image: image422.wmf](

)

1

fxx

=--

，易知其图像是一条端点取不到值的单调递减的曲线；
对于①，取
[image: image423.wmf]1

2

a

=

，则
[image: image424.wmf](
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的图像如下，
[image: image425.png]


  

显然，当
[image: image426.wmf](1,)
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，即
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在
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上单调递增，故①错误；
对于②，当
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当
[image: image431.wmf]xa
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)

221

fxxa

=+<-+£

；
当
[image: image433.wmf]axa
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显然取得最大值
[image: image435.wmf]a

；
当
[image: image436.wmf]xa
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时，
[image: image437.wmf](
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，
综上：
[image: image438.wmf](

)

fx

取得最大值
[image: image439.wmf]a

，故②正确；
对于③，结合图像，易知在
[image: image440.wmf]1

xa

=

，
[image: image441.wmf]2
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>

且接近于
[image: image442.wmf]xa

=

处，
[image: image443.wmf](
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的距离最小，
[image: image444.png]


  

当
[image: image445.wmf]1
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=

时，
[image: image446.wmf](
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yfx
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，当
[image: image447.wmf]2

xa

>

且接近于
[image: image448.wmf]xa

=

处，
[image: image449.wmf](
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，
此时，
[image: image450.wmf]12
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MNyya
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，故③正确；
对于④，取
[image: image451.wmf]4
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a

=

，则
[image: image452.wmf](
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的图像如下，
[image: image453.png]



因为
[image: image454.wmf](
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，
结合图像可知，要使
[image: image455.wmf]PQ

取得最小值，则点
[image: image456.wmf]P

在
[image: image457.wmf](
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上，点
[image: image458.wmf]Q

在
[image: image459.wmf](
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，
同时
[image: image460.wmf]PQ

的最小值为点
[image: image461.wmf]O

到
[image: image462.wmf](
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的距离减去半圆的半径
[image: image463.wmf]a

，
此时，因为
[image: image464.wmf](
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的斜率为
[image: image465.wmf]1

，则
[image: image466.wmf]1

OP

k

=-

，故直线
[image: image467.wmf]OP

的方程为
[image: image468.wmf]yx

=-

，
联立
[image: image469.wmf]2

yx

yx

=-
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，解得
[image: image470.wmf]1

1
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，则
[image: image471.wmf](
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，
显然
[image: image472.wmf](
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在
[image: image473.wmf](
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上，满足
[image: image474.wmf]PQ

取得最小值，
即
[image: image475.wmf]4

5

a

=

也满足
[image: image476.wmf]PQ

存在最小值，故
[image: image477.wmf]a

的取值范围不仅仅是
[image: image478.wmf]1

0,

2

æù

ç

ú

èû

，故④错误.
故答案为：②③.
【点睛】关键点睛：本题解决的关键是分析得
[image: image479.wmf](
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fx

的图像，特别是当
[image: image480.wmf]axa
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时，
[image: image481.wmf](
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的图像为半圆，解决命题④时，可取特殊值进行排除即可.
三、解答题：本题共6小题，共85分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
16. 如图，在三棱锥
[image: image482.wmf]-

PABC

中，
[image: image483.wmf]PA

^

平面
[image: image484.wmf]ABC

，
[image: image485.wmf]13

PAABBCPC

====

，

．
[image: image486.png]


  

（1）求证：
[image: image487.wmf]BC

^

平面PAB；
（2）求二面角
[image: image488.wmf]APCB

--

的大小．
【答案】（1）证明见解析    

（2）
[image: image489.wmf]π

3


【解析】
【分析】（1）先由线面垂直的性质证得
[image: image490.wmf]PABC

^

，再利用勾股定理证得
[image: image491.wmf]BCPB

^

，从而利用线面垂直的判定定理即可得证；
（2）结合（1）中结论，建立空间直角坐标系，分别求得平面
[image: image492.wmf]PAC

与平面
[image: image493.wmf]PBC

的法向量，再利用空间向量夹角余弦的坐标表示即可得解.
【小问1详解】

因为
[image: image494.wmf]PA

^

平面
[image: image495.wmf],

ABCBC

Ì

平面
[image: image496.wmf]ABC

，
所以
[image: image497.wmf]PABC

^

，同理
[image: image498.wmf]PAAB

^

，
所以
[image: image499.wmf]PAB

V

为直角三角形，
又因[image: image500.wmf]为


[image: image501.wmf]22
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PBPAAB
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，
[image: image502.wmf]1,3

BCPC
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，
所以
[image: image503.wmf]222

PBBCPC
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，则
[image: image504.wmf]PBC

V

为直角三角形，故
[image: image505.wmf]BCPB

^

，
又因为
[image: image506.wmf]BCPA

^

，
[image: image507.wmf]PAPBP

=

I

，
所以
[image: image508.wmf]BC

^

平面
[image: image509.wmf]PAB

.
【小问2详解】

由（1）
[image: image510.wmf]BC

^

平面
[image: image511.wmf]PAB

，又
[image: image512.wmf]AB

Ì

平面
[image: image513.wmf]PAB

，则
[image: image514.wmf]BCAB

^

，
以
[image: image515.wmf]A

为原点，
[image: image516.wmf]AB

为
[image: image517.wmf]x

轴，过
[image: image518.wmf]A

且与
[image: image519.wmf]BC

平行的直线为
[image: image520.wmf]y

轴，
[image: image521.wmf]AP

为
[image: image522.wmf]z

轴，建立空间直角坐标系，如图，
[image: image523.png]


  

则
[image: image524.wmf](0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,0)

APCB

，
所以
[image: image525.wmf](0,0,1),(1,1,0),(0,1,0),(1,1,1)
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，
设平面
[image: image526.wmf]PAC

的法向量为
[image: image527.wmf](
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，则
[image: image528.wmf]0
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，即
[image: image529.wmf]1
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令
[image: image530.wmf]1

1

x

=

，则
[image: image531.wmf]1

1

y
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，所以
[image: image532.wmf](1,1,0)
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ur

，
设平面
[image: image533.wmf]PBC

的法向量为
[image: image534.wmf](
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，则
[image: image535.wmf]0
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，即
[image: image536.wmf]2
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，
令
[image: image537.wmf]2

1

x

=

，则
[image: image538.wmf]2
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=

，所以
[image: image539.wmf](1,0,1)
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，
所以
[image: image540.wmf]11
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，
又因为二面角
[image: image541.wmf]APCB

--

为锐二面角，
所以二面角
[image: image542.wmf]APCB

--

的大小为
[image: image543.wmf]π

3

.
17. 设函数
[image: image544.wmf]π

()sincoscossin0,||
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．
（1）若
[image: image545.wmf]3

(0)

2

f
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，求
[image: image546.wmf]j

的值．
（2）已知
[image: image547.wmf]()

fx

在区间
[image: image548.wmf]π
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π
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上单调递增，
[image: image549.wmf]2
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，再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使函数
[image: image550.wmf]()

fx

存在，求
[image: image551.wmf],

wj

的值．
条件①：
[image: image552.wmf]π
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；
条件②：
[image: image553.wmf]π
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；
条件③：
[image: image554.wmf]()
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在区间
[image: image555.wmf]π
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上单调递减．
注：如果选择的条件不符合要求，第（2）问得0分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解答计分．
【答案】（1）
[image: image556.wmf]π

3

j
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.    

（2）条件①不能使函数
[image: image557.wmf]()

fx

存在；条件②或条件③可解得
[image: image558.wmf]1

w

=

，
[image: image559.wmf]π

6

j
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.
【解析】
【分析】（1）把
[image: image560.wmf]0

x

=

代入
[image: image561.wmf]()

fx

的解析式求出
[image: image562.wmf]sin

j

，再由
[image: image563.wmf]π
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即可求出
[image: image564.wmf]j

的值；
（2）若选条件①不合题意；若选条件②，先把
[image: image565.wmf]()

fx

的解析式化简，根据
[image: image566.wmf]() 

fx

在
[image: image567.wmf]π
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上的单调性及函数的最值可求出
[image: image568.wmf]T

，从而求出
[image: image569.wmf]w

的值；把
[image: image570.wmf]w

的值代入
[image: image571.wmf]()

fx

的解析式，由
[image: image572.wmf]π
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和
[image: image573.wmf]π
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即可求出
[image: image574.wmf]j

的值；若选条件③：由
[image: image575.wmf]() 

fx

的单调性可知
[image: image576.wmf]() 

fx

在
[image: image577.wmf]π

3
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处取得最小值
[image: image578.wmf]1

-

，则与条件②所给的条件一样，解法与条件②相同．
【小问1详解】

因为
[image: image579.wmf]π
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所以
[image: image580.wmf](
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，
因为
[image: image581.wmf]π
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，所以
[image: image582.wmf]π

3

j
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.
【小问2详解】

因为
[image: image583.wmf]π

()sincoscossin,0,||
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，
所以
[image: image584.wmf](
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，所以
[image: image585.wmf]() 

fx

的最大值为
[image: image586.wmf]1

，最小值为
[image: image587.wmf]1
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.
若选条件①：因为
[image: image588.wmf](
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的最大值为
[image: image589.wmf]1

，最小值为
[image: image590.wmf]1
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，所以
[image: image591.wmf]π
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无解，故条件①不能使函数
[image: image592.wmf]()

fx

存在；
若选条件②：因为
[image: image593.wmf]() 

fx

在
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上单调递增，且
[image: image595.wmf]2
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，
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所以
[image: image597.wmf]2
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,所以
[image: image598.wmf]2
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,
[image: image599.wmf]2
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所以
[image: image600.wmf](

)

()sin

fxx

j

=+

，
又因为
[image: image601.wmf]π
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，所以
[image: image602.wmf]π
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，
所以
[image: image603.wmf]π
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，
所以
[image: image604.wmf]π
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，因为
[image: image605.wmf]||
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<

，所以
[image: image606.wmf]π
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.
所以
[image: image607.wmf]1
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=

，
[image: image608.wmf]π
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；
若选条件③：因为
[image: image609.wmf]() 

fx

在
[image: image610.wmf]π
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上单调递增，在
[image: image611.wmf]π
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上单调递减，
所以
[image: image612.wmf]() 

fx

在
[image: image613.wmf]π
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处取得最小值
[image: image614.wmf]1

-

，即
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.
以下与条件②相同．
18. 为研究某种农产品价格变化[image: image616.wmf]的

规律，收集得到了该农产品连续40天的价格变化数据，如下表所示．在描述价格变化时，用“+”表示“上涨”，即当天价格比前一天价格高；用“-”表示“下跌”，即当天价格比前一天价格低；用“0”表示“不变”，即当天价格与前一天价格相同．
	时段
	价格变化

	第1天到第20天
	-
	+
	+
	0
	-
	-
	-
	+
	+
	0
	+
	0
	-
	-
	+
	-
	+
	0
	0
	+

	第21天到第40天
	0
	+
	+
	0
	-
	-
	-
	+
	+
	0
	+
	0
	+
	-
	-
	-
	+
	0
	-
	+


用频率估计概率．
（1）试估计该农产品价格“上涨”的概率；
（2）假设该农产品每天的价格变化是相互独立的．在未来的日子里任取4天，试估计该农产品价格在这4天中2天“上涨”、1天“下跌”、1天“不变”的概率；
（3）假设该农产品每天的价格变化只受前一天价格变化的影响．判断第41天该农产品价格“上涨”“下跌”和“不变”的概率估计值哪个最大．（结论不要求证明）
【答案】（1）
[image: image617.wmf]0.4

    

（2）
[image: image618.wmf]0.168

    

（3）不变
【解析】
【分析】（1）计算表格中的
[image: image619.wmf]+

的次数，然后根据古典概型进行计算；
（2）分别计算出表格中上涨，不变，下跌的概率后进行计算；
（3）通过统计表格中前一次上涨，后一次发生的各种情况进行推断第
[image: image620.wmf]41

天的情况.
【小问1详解】

根据表格数据可以看出，
[image: image621.wmf]40

天里，有
[image: image622.wmf]16

个
[image: image623.wmf]+

，也就是有
[image: image624.wmf]16

天是上涨的，

根据古典概型的计算公式，农产品价格上涨的概率为：
[image: image625.wmf]16

0.4
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【小问2详解】

在这
[image: image626.wmf]40

天里，有
[image: image627.wmf]16

天上涨，
[image: image628.wmf]14

天下跌，
[image: image629.wmf]10

天不变，也就是上涨，下跌，不变的概率分别是
[image: image630.wmf]0.4

，
[image: image631.wmf]0.35

，
[image: image632.wmf]0.25

，

于是未来任取
[image: image633.wmf]4

天，
[image: image634.wmf]2

天上涨，
[image: image635.wmf]1

天下跌，
[image: image636.wmf]1

天不变的概率是
[image: image637.wmf]221

42
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【小问3详解】

由于第
[image: image638.wmf]40

天处于上涨状态，从前
[image: image639.wmf]39

次的
[image: image640.wmf]15

次上涨进行分析，上涨后下一次仍上涨的有
[image: image641.wmf]4

次，不变的有
[image: image642.wmf]9

次，下跌的有
[image: image643.wmf]2

次，

因此估计第
[image: image644.wmf]41

次不变的概率最大.

19. 已知椭圆
[image: image645.wmf]22

22
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的离心率为
[image: image646.wmf]5

3

，A、C分别是E的上、下顶点，B，D分别是
[image: image647.wmf]E

的左、右顶点，
[image: image648.wmf]||4

AC

=

．
（1）求
[image: image649.wmf]E

的方程；
（2）设
[image: image650.wmf]P

为第一象限内E上的动点，直线
[image: image651.wmf]PD

与直线
[image: image652.wmf]BC

交于点
[image: image653.wmf]M

，直线
[image: image654.wmf]PA

与直线
[image: image655.wmf]2

y

=-

交于点
[image: image656.wmf]N

．求证：
[image: image657.wmf]//

MNCD

．
【答案】（1）
[image: image658.wmf]22

1

94
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（2）证明见解析
【解析】
【分析】（1）结合题意得到
[image: image659.wmf]5

3

c

a

=

，
[image: image660.wmf]24

b

=

，再结合
[image: image661.wmf]222

acb

-=

，解之即可；
（2）依题意求得直线
[image: image662.wmf]BC

、
[image: image663.wmf]PD

与
[image: image664.wmf]PA

的方程，从而求得点
[image: image665.wmf],

MN

的坐标，进而求得
[image: image666.wmf]MN

k

，再根据题意求得
[image: image667.wmf]CD

k

，得到
[image: image668.wmf]MNCD

kk

=

，由此得解.
【小问1详解】

依题意，得
[image: image669.wmf]5

3

c

e

a
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，则
[image: image670.wmf]5

3

ca

=

，
又
[image: image671.wmf],

AC

分别为椭圆上下顶点，
[image: image672.wmf]4

AC

=

，所以
[image: image673.wmf]24

b

=

，即
[image: image674.wmf]2

b

=

，
所以
[image: image675.wmf]222

4

acb

-==

，即
[image: image676.wmf]222

54

4

99

aaa

-==

，则
[image: image677.wmf]2

9

a

=

，
所以椭圆
[image: image678.wmf]E

的方程为
[image: image679.wmf]22

1

94

xy

+=

.
【小问2详解】

因为椭圆
[image: image680.wmf]E

的方程为
[image: image681.wmf]22

1

94

xy

+=

，所以
[image: image682.wmf](
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0,2,0,2,3,0,3,0

ACBD

--

，
因为
[image: image683.wmf]P

为第一象限
[image: image684.wmf]E

上的动点，设
[image: image685.wmf](

)

(

)

,03,02

Pmnmn

<<<<

，则
[image: image686.wmf]22

1

94

mn

+=

，
[image: image687.png]


  

易得
[image: image688.wmf]022

303

BC

k

+

==-

--

，则直线
[image: image689.wmf]BC

的方程为
[image: image690.wmf]2

2

3

yx

=--

，

[image: image691.wmf]0

33

PD

nn

k

mm

-

==

--

，则直线
[image: image692.wmf]PD

的方程为
[image: image693.wmf](

)

3

3

n

yx

m

=-

-

，
联立
[image: image694.wmf](

)

2

2

3

3

3

yx

n
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m

ì

=--
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ï

í
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=-

ï

-

î

，解得
[image: image695.wmf](
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=
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，即
[image: image696.wmf](
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，
而
[image: image697.wmf]22

0

PA

nn

k

mm

--

==

-

，则直线
[image: image698.wmf]PA

的方程为
[image: image699.wmf]2

2

n

yx

m

-

=+

，
令
[image: image700.wmf]=2

y

-

，则
[image: image701.wmf]2

22

n

x

m

-

-=+

，解得
[image: image702.wmf]4

2

m

x

n

-

=

-

，即
[image: image703.wmf]4

,2

2

m

N

n

-

æö

-

ç÷

-

èø

，
又
[image: image704.wmf]22

1

94

mn

+=

，则
[image: image705.wmf]2

2

9

9

4

n

m

=-

，
[image: image706.wmf]22

87218

mn

=-

，
所以
[image: image707.wmf](
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[image: image708.wmf]22

222

2

6482464824

9861236961236

7218

nmnmnmnm

nmmnmnm

n

nm

-+-+-+-+

==

++-

-

-++--



[image: image709.wmf](

)

(
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2
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232412
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nmnm
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-+-+

，
又
[image: image710.wmf]022

303

CD

k

+

==

-

，即
[image: image711.wmf]MNCD

kk

=

，
显然，
[image: image712.wmf]MN

与
[image: image713.wmf]CD

不重合，所以
[image: image714.wmf]//

MNCD

.
20. 设函数
[image: image715.wmf]3

()e

axb

fxxx

+

=-

，曲线
[image: image716.wmf]()

yfx

=

在点
[image: image717.wmf](1,(1))

f

处的切线方程为
[image: image718.wmf]1

yx

=-+

．
（1）求
[image: image719.wmf],

ab

的值；
（2）设函数
[image: image720.wmf]()()

gxfx

¢

=

，求
[image: image721.wmf]()

gx

的单调区间；
（3）求
[image: image722.wmf]()

fx

的极值点个数．
【答案】（1）
[image: image723.wmf]1,1

ab

=-=

    

（2）答案见解析    （3）3个
【解析】
【分析】（1）先对
[image: image724.wmf](

)

fx

求导，利用导数的几何意义得到
[image: image725.wmf](1)0

f

=

，
[image: image726.wmf](1)1

f

¢

=-

，从而得到关于
[image: image727.wmf],

ab

的方程组，解之即可；
（2）由（1）得
[image: image728.wmf](

)

gx

的解析式，从而求得
[image: image729.wmf](

)

gx

¢

，利用数轴穿根法求得
[image: image730.wmf](

)

0

gx

¢

<

与
[image: image731.wmf](

)

0

gx

¢

>

的解，由此求得
[image: image732.wmf](

)

gx

的单调区间；
（3）结合（2）中结论，利用零点存在定理，依次分类讨论区间
[image: image733.wmf](

)

,0

¥

-

，
[image: image734.wmf](

)

1

0,

x

，
[image: image735.wmf](

)

12

,

xx

与
[image: image736.wmf](

)

2

,

x

+¥

上
[image: image737.wmf](

)

fx

¢

的零点的情况，从而利用导数与函数的极值点的关系求得
[image: image738.wmf](

)

fx

的极值点个数.
【小问1详解】

因为
[image: image739.wmf]3

R

()e

,

axb

fx

x

xx

+

=-

Î

，所以
[image: image740.wmf](

)

(

)

23

13e

axb

fx

a

xx

+

+

¢

=-

，
因为
[image: image741.wmf](

)

fx

在
[image: image742.wmf](1,(1))

f

处的切线方程为
[image: image743.wmf]1

yx

=-+

，
所以
[image: image744.wmf](1)110

f

=-+=

，
[image: image745.wmf](1)1

f

¢

=-

，
则
[image: image746.wmf](

)

3

11e0

13e1

ab

ab

a

+

+

ì

-´=

ï

í

-+=-

ï

î

，解得
[image: image747.wmf]1

1

a

b

=-

ì

í

=

î

，
所以
[image: image748.wmf]1,1

ab

=-=

.
【小问2详解】

由（1）得
[image: image749.wmf](

)
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)
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13e

x

g

fxxx

xx
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，
则
[image: image750.wmf](
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x

x

gxx

x
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+
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=-

，
令
[image: image751.wmf]2

660

xx

-+=

，解得
[image: image752.wmf]33

x

=±

，不妨设
[image: image753.wmf]1

33

x

=-

，
[image: image754.wmf]2

33

x

=+

，则
[image: image755.wmf]12

0

xx

<<

，
易知
[image: image756.wmf]1

e

0

x

-+

>

恒成立，
所以令
[image: image757.wmf](

)

0

gx

¢

<

，解得
[image: image758.wmf]1

0

xx

<<

或
[image: image759.wmf]2

xx

>

；令
[image: image760.wmf](

)

0

gx

¢

>

，解得
[image: image761.wmf]0

x

<

或
[image: image762.wmf]12

xxx

<<

；
所以
[image: image763.wmf](

)

gx

在
[image: image764.wmf](

)

1
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x

，
[image: image765.wmf](

)

2

,

x

+¥

上单调递减，在
[image: image766.wmf](

)

,0

¥

-

，
[image: image767.wmf](

)

12

,

xx

上单调递增，
即
[image: image768.wmf](

)

gx

的单调递减区间为
[image: image769.wmf](

)

0,

33

-

和
[image: image770.wmf](

)

33,

++¥

，单调递增区间为
[image: image771.wmf](

)

,0

¥

-

和
[image: image772.wmf](

)

33,33

-+

.
【小问3详解】

由（1）得
[image: image773.wmf](

)
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()e

x

fxx
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x

-+

=-

Î

，
[image: image774.wmf](

)

(

)

231

13e

x

fxxx

-+

¢

-

=-

，
由（2）知
[image: image775.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image776.wmf](

)

1

0,

x

，
[image: image777.wmf](

)

2

,

x

+¥

上单调递减，在
[image: image778.wmf](

)

,0

¥

-

，
[image: image779.wmf](

)

12

,

xx

上单调递增，
当
[image: image780.wmf]0

x

<

时，
[image: image781.wmf](

)

2

40

11e

f

¢

-=

<

-

，
[image: image782.wmf](

)

010

f

¢

=>

，即
[image: image783.wmf](

)

(

)

0
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ff

¢¢
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所以
[image: image784.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image785.wmf](

)

,0

¥

-

上存在唯一零点，不妨设为
[image: image786.wmf]3

x

，则
[image: image787.wmf]3

10

x

-<<

，
此时，当
[image: image788.wmf]3

<

xx

时，
[image: image789.wmf](

)

0

fx

¢

<

，则
[image: image790.wmf](

)

fx

单调递减；当
[image: image791.wmf]3

0

xx

<<

时，
[image: image792.wmf](

)

0

fx

¢

>

，则
[image: image793.wmf](

)

fx

单调递增；
所以
[image: image794.wmf](

)

fx

在
[image: image795.wmf](

)

,0

¥

-

上有一个极小值点；
当
[image: image796.wmf](

)

1

0,

xx

Î

时，
[image: image797.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image798.wmf](

)

1

0,

x

上单调递减，
则
[image: image799.wmf](

)

(

)

(

)

1

331120

fxff

¢¢¢

=-<=-<

，故
[image: image800.wmf](

)

(

)

1

00

ffx

¢¢

<

，
所以
[image: image801.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image802.wmf](

)

1

0,

x

上存在唯一零点，不妨设为
[image: image803.wmf]4

x

，则
[image: image804.wmf]41

0

xx

<<

，
此时，当
[image: image805.wmf]4

0

xx

<<

时，
[image: image806.wmf](

)

0

fx

¢

>

，则
[image: image807.wmf](

)

fx

单调递增；当
[image: image808.wmf]41

xxx

<<

时，
[image: image809.wmf](

)

0

fx

¢

<

，则
[image: image810.wmf](

)

fx

单调递减；
所以
[image: image811.wmf](

)

fx

在
[image: image812.wmf](

)

1

0,

x

上有一个极大值点；
当
[image: image813.wmf](

)

12

,

xxx

Î

时，
[image: image814.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image815.wmf](

)

12

,

xx

上单调递增，
则
[image: image816.wmf](

)

(

)

(

)

2

33310

fxff

¢¢¢

=+>=>

，故
[image: image817.wmf](

)

(

)

12

0

fxfx

¢¢

<

，
所以
[image: image818.wmf](

)

fx

¢

在
[image: image819.wmf](

)

12

,

xx

上存在唯一零点，不妨设为
[image: image820.wmf]5

x

，则
[image: image821.wmf]152

xxx

<<

，
此时，当
[image: image822.wmf]15

xxx

<<

时，
[image: image823.wmf](

)

0

fx

¢

<

，则
[image: image824.wmf](

)

fx

单调递减；当
[image: image825.wmf]52

xxx

<<

时，
[image: image826.wmf](

)

0

fx

¢

<

，则
[image: image827.wmf](

)

fx

单调递增；
所以
[image: image828.wmf](

)

fx

在
[image: image829.wmf](

)

12

,

xx

上有一个极小值点；
当
[image: image830.wmf]2

333

xx

>=+>

时，
[image: image831.wmf](

)

232

330

xxxx

-=-<

，
所以
[image: image832.wmf](

)

(

)

231

0

13e

x

fxxx

-+

¢

=-

>

-

，则
[image: image833.wmf](

)

fx

单调递增，
所以
[image: image834.wmf](

)

fx

在
[image: image835.wmf](

)

2

,

x

+¥

上无极值点；
综上：
[image: image836.wmf](

)

fx

在
[image: image837.wmf](

)

,0

¥

-

和
[image: image838.wmf](

)

12

,

xx

上各有一个极小值点，在
[image: image839.wmf](

)

1

0,

x

上有一个极大值点，共有
[image: image840.wmf]3

个极值点.
【点睛】关键点睛：本题第3小题的解题关键是判断
[image: image841.wmf](

)

1

fx

¢

与
[image: image842.wmf](

)

2

fx

¢

的正负情况，充分利用
[image: image843.wmf](

)

fx

¢

的单调性，寻找特殊点判断即可得解.
21. 已知数列
[image: image844.wmf]{
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的项数均为m
[image: image845.wmf](2)

m
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，且
[image: image846.wmf],{1,2,,},

nn

abm

Î

L



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image847.wmf]{

}

{

}

,

nn

ab

的前n项和分别为
[image: image848.wmf],

nn

AB

，并规定
[image: image849.wmf]00

0

AB

==

．对于
[image: image850.wmf]{

}

0,1,2,,

km

Î

L

，定义
[image: image851.wmf]{

}

max,{0,1,2,,}

kik

riBAim

=£Î

�O

L

，其中，
[image: image852.wmf]max

M

表示数集M中最大的数. 
（1）若
[image: image853.wmf]123123

2,1,3,1,3,3

aaabbb

======

，求
[image: image854.wmf]0123

,,,

rrrr

的值；
（2）若
[image: image855.wmf]11

ab

³

，且
[image: image856.wmf]11

2,1,2,,1,

jj

j

rrrjm

+-

£+=-

L

，求
[image: image857.wmf]n

r

；
（3）证明：存在
[image: image858.wmf]{

}

,,,0,1,2,,

pqstm

Î

L

，满足
[image: image859.wmf],,

pqst

>>

 使得
[image: image860.wmf]t

p

s

q

ABAB

+=+

．
【答案】（1）
[image: image861.wmf]0

0

r

=

，
[image: image862.wmf]1

1

r

=

，
[image: image863.wmf]2

2

r

=

，
[image: image864.wmf]3

3

r

=

    

（2）
[image: image865.wmf],

n

rnn

=Î

N

    

（3）证明见详解
【解析】
【分析】（1）先求
[image: image866.wmf]01230123

,,,,,,,

AAAABBBB

，根据题意分析求解；
（2）根据题意题意分析可得
[image: image867.wmf]1

1

ii

rr

+

-³

，利用反证可得
[image: image868.wmf]1

1

ii

rr

+

-=

，在结合等差数列运算求解；
（3）讨论
[image: image869.wmf],

mm

AB

的大小，根据题意结合反证法分析证明.
【小问1详解】

由题意可知：
[image: image870.wmf]01230123

0,2,3,6,0,1,3,6

AAAABBBB

========

，
当
[image: image871.wmf]0
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=

时，则
[image: image872.wmf]000

0,,1,2,3
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BABAi

==>=

，故
[image: image873.wmf]0
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=

；
当
[image: image874.wmf]1
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=

时，则
[image: image875.wmf]01111

,,,2,3

i

BABABAi

<<>=

，故
[image: image876.wmf]1

1
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=

；
当
[image: image877.wmf]2

k

=

时，则
[image: image878.wmf]232

,0,1,2,,

i

BAiBA

£=>

故
[image: image879.wmf]2

2
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=

；
当
[image: image880.wmf]3

k

=

时，则
[image: image881.wmf]3

,0,1,2,3

i

BAi

£=

，故
[image: image882.wmf]3

3

r

=

；
综上所述：
[image: image883.wmf]0

0

r

=

，
[image: image884.wmf]1

1
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=

，
[image: image885.wmf]2
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=

，
[image: image886.wmf]3

3

r

=

.
【小问2详解】

由题意可知：
[image: image887.wmf]n

rm

£

，且
[image: image888.wmf]n

r

Î

N

，
因为
[image: image889.wmf]1,1
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ab

³³

，则
[image: image890.wmf]11

1,1
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³=³=

，当且仅当
[image: image891.wmf]1

n

=

时，等号成立，
所以
[image: image892.wmf]01
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，
又因为
[image: image893.wmf]11
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，则
[image: image894.wmf]11

iiii

rrrr

+-
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，即
[image: image895.wmf]11210

1

mmmm
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，
可得
[image: image896.wmf]1

1
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rr

+
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，
反证：假设满足
[image: image897.wmf]1

1

nn

rr

+

->

的最小正整数为
[image: image898.wmf]11

jm

££-

，
当
[image: image899.wmf]ij

³

时，则
[image: image900.wmf]1

2
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；当
[image: image901.wmf]1
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£-

时，则
[image: image902.wmf]1
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，
则
[image: image903.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image904.wmf](
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【点睛】方法点睛：对于一些直接说明比较困难的问题，可以尝试利用反证法分析证明.
山东一帆融媒教育科技有限公司
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